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第一题
对于 n 个事件 A1, A2, . . . , An，从概率的公理化定义和条件概率的定义出发证明下述结论。

(1) 一般加法公式：

P

(
n∪

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n

P (AiAj) +
∑

1≤i<j<k≤n

P (AiAjAk) + . . .+ (−1)n−1P (A1A2 . . . An)。

(2) 一般 Union Bound：

P

(
n∪

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P (Ai)。

(3) 一般乘法公式：若 P (A1A2 . . . An) > 0，有

P (A1A2 . . . An) = P (A1) · P (A2 | A1) · P (A3 | A1A2) · . . . · P (An | A1A2 . . . An−1)。

第二题
对于三个事件 A，B 和 C，若 P (C) > 0，我们称事件 A 和 B 在事件 C 发生时是条件独立的，当且仅当

P (AB | C) = P (A | C)P (B | C)。

对于下述命题，从概率的公理化定义和条件概率的定义出发给出证明，或给出反例。

(1) 事件 A 和 B 在事件 C 发生时是条件独立的，且有 0 < P (C) < 1，则事件 A 和 B 在事件 C 发生时条
件独立。这里，事件 C 是事件 C 的对立事件。

(2) 事件 A 和 B 相互独立，则对于任意事件 C，若 P (C) > 0，事件 A 和 B 在事件 C 发生时是条件独立
的。

(3) 事件 A 和 B 相互独立，则事件 A 和事件 B 相互独立。这里，事件 B 是事件 B 的对立事件。

第三题
在课上，我们考虑了如下球与桶模型：有 n ≥ 1 个球，每个球都等可能被放到 m ≥ 1 个桶中的任一个。用
Pn,m 表示每个桶中至多有一个球的概率。在课上，我们已经证明了，

Pn,m ≤ e−
n(n−1)

2m 。
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现在，请证明

Pn,m ≥ e−
n(n−1)

2m ·
(
1−O

(
n3

m2

))
。

提示：如果上面的大 O 记号对你来说很难理解，你也可以选择证明

Pn,m ≥ e−
n(n−1)

2m ·
(
1− 10086n3

m2

)
。

第四题
共有 n 个玩家，其中正整数 n ≥ 2 为常量。令 X 等概率取 {1, 2, . . . , n− 1} 中的值，并从 n 个玩家中随机
选取 X 个玩家组成队伍 A，每个大小为 X 的玩家子集被选为队伍 A 的概率均相同。令 B 为不在队伍 A
中的全部 n−X 个玩家。

(1) 对于任意 1 ≤ k < n，计算第一个玩家所在队伍大小为 k 的概率。

(2) 每个队伍从其成员中随机选出一个队长。给定第一个玩家为所在队伍的队长，计算第一个玩家所在队伍
大小为 k 的概率。

第五题
疾病在人群中的患病率为 p。现有两种快速检测：

• 检测 1：对于患者，检测为阳性的概率为 p1；对于未患病人群，检测为阳性的概率为 q1；

• 检测 2：对于患者，检测为阳性的概率为 p2；对于未患病人群，检测为阳性的概率为 q2。

对同一个受检者同时做两种检测，假设在 “患病/不患” 的条件下两次检测结果相互独立。若观察到至少有一
个检测呈阳性，求该受检者实际患病的概率。

第六题
考虑一个有 n 名选手的锦标赛，选手编号为 1, 2,…, n。这是一个循环赛，意味着每对不同的选手之间都进行
一场比赛。因此，总共进行了

(
n
2

)
= n(n−1)

2 场比赛。比赛没有平局，每场比赛都必须分出胜负。
我们假设比赛结果是随机的。对于任意一对选手 a 和 b，a 战胜 b 的概率为 1/2，同样，b 战胜 a 的概率

也为 1/2。所有比赛的结果都是相互独立的。

(1) 设整数 k 满足 1 ≤ k < n，取一个大小为 k 的选手子集 V ⊆ {1, 2, . . . , n}，并任取一个不在 V 中的选手
v。定义事件 AV,v 为：选手 v 战胜了集合 V 中的全部选手。计算事件 AV,v 的概率 P (AV,v)。

(2) 设整数 k 满足 1 ≤ k < n，取一个大小为 k 的选手子集 V ⊆ {1, 2, . . . , n}。定义事件 BV 为：存在至少
一名选手 v ∈ {1, 2, . . . , n} \ V，该选手战胜了集合 V 中的所有选手。也即，BV =

∪
v/∈V AV,v。计算事

件 BV 的概率 P (BV )。

(3) 设整数 k 满足 1 ≤ k < n，定义事件 C 为：对于任意一个大小为 k 的选手子集 V，都存在一名不属于
V 的选手 v 战胜了 V 中的所有选手。也即，C =

∩
V :|V |=k BV。证明 P (C) ≥ 1−

(
n
k

)
(1− 2−k)n−k。

(4) 对于任意正整数 k，证明存在一个正整数 n = O(k2 · 2k) 和 n 个选手的比赛结果，且对于该比赛结果，
对于任意 k 名选手的组合 {v1, v2, . . . , vk}，都存在另一名选手 v 同时战胜了这 k 名选手。

提示：如果上面的大 O 记号对你来说很难理解，你也可以选择证明，对于任意正整数 k，存在正整数 n
满足 n ≤ 12345 · k2 · 2k 且上述条件成立。另外，请回顾课上/作业零中的不等式。
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